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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ａｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｍａｙ ｃｏｎｓｉｓｔ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓꎬ ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ ｔｏ ｓｕｃｈ ｐｈｙｓｉｃａｌ “ｄｏｍａｉｎｓ” ａｓ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌꎬ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌꎬ ｆｌｕｉｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ. Ｉｔ ｉｓ ｔｅｒｍｅｄ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｄｏｍａｉｎ (ｏｒ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ) ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｃｅｒｎｓ ｔｈｅ
ｕｓｅ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈｓ (ＬＧｓ) ｔｏ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ. Ａ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅａｌ￣
ｉｚａｔｉｏｎ. Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｎｕｍｂｅｒ ｔｈａｔ ｃａｎ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ
ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｉｓ ｃｈｏｉｃｅ ｉｓ ｎｏｔ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ. Ｉｎｉｔｉａｌｌｙꎬ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ａｓｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ａｌｌ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ￣ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅ￣
ｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｓｏｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｍａｙ ｎｏｔ ｂｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔꎬ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｓｏｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈｏｓｅｎ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ. Ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｐｅｒꎬ ｗｉｔｈ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｖｅ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｘｅｄ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏ￣
ｍａｉｎｓꎬ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ａ ｗａｙ ｔｏ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｒｅｂｙ ｏｂｔａｉｎ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ. Ｓｙｓｔｅｍ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｋｎｏｗｎ ｔｏ ｂｅ ｍｏｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｈａｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎꎬ ｍａｉｎｌｙ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ａｒｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｒａｔｈｅｒ ｔｈａｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ. Ｆｏｒ ａｃｈｉｅｖｉｎｇ ｔｈｉｓ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅꎬ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃ￣
ｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｗａｙ ｉｓ ｔｏ ｆｉｒｓｔ ｃｏｎｖｅｒｔ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｂｙ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｖａｒｉａｂｌｅ. Ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｐｅｒ. Ｔｈｅ ｓａｍｅ ｒｅｓｕｌｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃ￣
ｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＴＦ ＬＧ) ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｉｎ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｆｉｒｓｔ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎｓ ｈａｖｅ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ｅ￣
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｉｎｇｌｅ ｄｏｍａｉｎ (ｐｒｅｆｅｒａｂｌｙꎬ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ)ꎬ ｗｈｅｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ＴＦＬＧ. Ｔｈｉｓ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｉｓ ｉｌｌｕｓ￣
ｔｒａｔｅｄ ａｓ ｗｅｌｌꎬ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇꎬ Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈｓꎬ Ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｅｎｅｒｇｙ Ｓｔｏｒａｇｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓꎬ Ｒｅｄｕｎｄａｎｔ
Ｓｔａｔｅ Ｖａｒｉａｂｌｅｓꎬ Ｍｉｎｉｍａｌ Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎꎬ Ｄｏｍａｉｎ Ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎꎬ Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｍｏｄｅｌｓꎬ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ￣ｄｏｍａｉｎ Ｍｏｄｅｌ.

１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ
Ａｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ

ｆｏｃｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒꎬ ｍａｙ ｃｏｎｓｉｓｔ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓꎬ ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ ｔｏ
ｓｕｃｈ ｐｈｙｓｉｃａｌ “ｄｏｍａｉｎｓ” ａｓ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌꎬ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌꎬ
ｆｌｕｉｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ. Ｉｔ ｉｓ ｔｅｒｍｅｄ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｄｏｍａｉｎ (ｏｒ
ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ) ｓｙｓｔｅｍ. Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓ￣
ｔｅｍｓ ｉｓ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｉｎ ａ ｗｉｄｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｄｉｓｃｉｐｌｉｎｅｓ ａｎｄ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｓｏｃｉｏｌｏｇｙ [１]ꎬ ｅｄｕｃａｔｉｏｎ [２]ꎬ
ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ [３]ꎬ ｐｒｏｃｅｓｓ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ [４￣５]ꎬ
ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｐｏｗｅｒ ｓｙｓｔｅｍｓ [６]ꎬ ａｎｄ ｒｏｂｏｔｉｃｓ [７] . Ｔｈｅｒｅ
ａｒｅ ｍａｎｙ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ａｎｄ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅｙ ｉｎｃｌｕｄｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈｓ[８ꎬ９]ꎬ
ｂｏｎｄ ｇｒａｐｈｓ [９]ꎬ ｓｔａｔｅ￣ｍａｃｈｉｎｅ ｍｏｄｅｌｓ ｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ￣
ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌｓ [１０]ꎬ ｌｏｇｉｃ￣ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌｓ [１１]ꎬ ｅｍｐｉｒｉ￣
ｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ [１２]ꎬ ａｎｄ ｓｏ ｏｎ [１３] .

Ａ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃꎬ ｕｎｉｆｉｅｄꎬ ａｎｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ
ｉｓ ｄｅｓｉｒａｂｌｅ ｆｏｒ ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇ ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌꎬ ｐａｒ￣
ｔｉｃｕｌａｒｌｙ ａ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌꎬ ｏｆ ａｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｙ￣
ｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ [９] . Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ ｕｓｅｓ ｔｈｅ ａｐ￣
ｐｒｏａｃｈ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈｓ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ
ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｔｈｉｓ ｍａｎｎｅｒ [９ꎬ １４ꎬ １５] . Ｔｈｉｓ ｃａｎ ｂｅ ｄｏｎｅ ｉｎ
ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ.
Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ
ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ａｎｄ ｕｓｅｆｕｌ. Ｆｉｒｓｔꎬ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＬＧ)
ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｄｏｍａｉｎ ｔｒａｎｓｆｅｒ￣ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈｓ (ＴＦ ＬＧｓ) . Ｔｈｅｎꎬ ｉｔ ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ
ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｉｎｇｌｅ ｄｏｍａｉｎ ＴＦ ＬＧꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｎａ￣
ｌｙｚｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ￣ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ.

Ａ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅａｌｉ￣
ｚａｔｉｏｎ. Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｎｕｍｂｅｒ
ｔｈａｔ ｃａｎ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｔｅ ｏｆ
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ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｉｓ ｃｈｏｉｃｅ ｉｓ ｎｏｔ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ. Ｉｎｉ￣
ｔｉａｌｌｙꎬ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ａｓｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ａｌｌ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ￣
ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｓｏｍｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍａｙ ｎｏｔ ｂｅ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔꎬ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｓｏｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈｏｓｅｎ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉ￣
ａｂｌｅｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ. Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ａｌｗａｙｓ ｅａｓｙ ｔｏ
ｋｎｏｗ ｗｈｉｃｈ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔꎬ
ａｎｄ ｔｈｅｎꎬ ｗｅ ｍａｙ ｅｎｄ ｏｆ ｗｉｔｈ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａ￣
ｂｌｅｓ. Ｓｅｖｅｒａｌ ｗａｙｓ ｅｘｉｓｔ ｔｏ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｒｅｂｙ ａｖｏｉｄ
ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ｏｎｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｔｏ ｕｓｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｏｆ ｇｒａｐｈ ｔｒｅｅ [９] . Ａｎｏｔｈｅｒ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｐｒｅｓ￣
ｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒꎬ ｔｈｒｏｕｇｈ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｖｅ ｅｘａｍ￣
ｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｘｅｄ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎｓ.

Ｓｙｓｔｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ
ｋｎｏｗｎ ｔｏ ｂｅ ｍｏｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｈａｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏ￣
ｍａｉｎꎬ ｍａｉｎｌｙ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ａｌ￣
ｇｅｂｒａｉｃ ｒａｔｈｅｒ ｔｈａｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ. Ｆｏｒ ａｃｈｉｅｖｉｎｇ ｔｈｉｓ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅꎬ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ
ｉｎ ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｗａｙ ｉｓ ｔｏ ｆｉｒｓｔ ｃｏｎ￣
ｖｅｒｔ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｉｎ￣
ｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ
ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｂｙ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｖａｒｉａｂｌｅ. Ｔｈｉｓ ａｐ￣
ｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｆｉｒｓｔ. Ｔｈｅ ｓａｍｅ ｒｅｓｕｌｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂ￣
ｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＴＦ
ＬＧ) ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｗｈｅｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ＴＦＬＧ ｉｎ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｆｉｒｓｔ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｄｏｍａｉｎｓ ｈａｖｅ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｉｎ￣
ｇｌｅ ｄｏｍａｉｎ ( ｐｒｅｆｅｒａｂｌｙꎬ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ) . Ｔｈｉｓ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｉｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ａｓ ｗｅｌｌꎬ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ.

２　 Ｓｅｒｉｅｓ￣ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ Ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ
Ｉｆ ｔｗｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｒｅ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｉｎ ｓｅｒｉｅｓꎬ ｉｔ ｉｓ

ｋｎｏｗｎ ｔｈａｔ ｔｈｅｉｒ ｔｈｒｏｕｇｈ￣ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｃｏｍｍｏｎ ( ｉ.
ｅ.ꎬ ｅｑｕａｌ) ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｒｏｓｓ￣ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｄｄ. Ａ ｐｈｙｓｉｃａｌ￣
ｌｙ￣ｒｅａｌｉｚａｂｌｅ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ( ｏｒꎬ ｈｙｄｒｏ￣ｍｅｃｈａｎｉ￣
ｃａｌ) ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｈａｓ
ｔｗｏ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｉｎ ｓｅｒｉｅｓ.

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔｏｒ ( Ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ Ｃｈ )
ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｈｅａｄ ｏｆ ａｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｌｉｑｕｉｄ
ａｎｄ ａｎｏｔｈｅｒ ｃａｐａｃｉｔｏｒ (Ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ Ｃｋ ) ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ

ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｉｎｅｒ ｏｆ ａｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｌｉｑ￣
ｕｉｄꎬ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｔｏｇｅｔｈｅｒꎬ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. １.

Ｆｉｇ. １　 Ｔｗｏ ｓｅｒｉｅｓ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ ｉｎ ａ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｅｖｉｃｅ.

　 　 Ｎｏｗ ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｆｏｒ ｔｈｉｓ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔꎬ ｔｈｅ
ｆｌｕｉｄ ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ Ｑ ｉｓ ｃｏｍｍｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓ￣
ｓｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ ( Ｐｈ ａｎｄ Ｐｋ ) ａｄｄ. Ｉｎ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍꎬ ｈ ＝ ｌｉｑｕｉｄ ｈｅｉｇｈｔꎬ ａｎｄ Ｐｈ ＝ ρｇｈ ꎬ ｗｈｅｒｅ ρ ＝
ｍａｓｓ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ. Ａｌｓｏꎬ

Ｑ ＝ Ａ ｄｈ
ｄｔ

＝ Ａ
ρｇ

ｄＰｈ

ｄｔ
(１)

ｗｈｅｒｅꎬ Ａ ＝ ａｒｅａ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｗａｌｌ ( ｓｐｒｉｎｇ￣
ｌｏａｄｅｄ ｐｉｓｔｏｎ) . Ｈｅｎｃｅꎬ

Ｃｈ

ｄＰｈ

ｄｔ
＝ Ｑ (２)

ｗｉｔｈ Ｃｈ ＝ Ａ
ρｇ

.

Ｎｅｘｔꎬ ｓｐｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ＝ ｋ ｈ － ｈ０( ) ꎬ ｗｈｅｒｅ ｈ０ ＝
ｌｉｑｕｉｄ ｈｅｉｇｈｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｉｓ ｒｅｌａｘｅｄ. Ｈｅｎｃｅꎬ ｔｈｅ

ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｗａｌｌꎬ Ｐｋ ＝
ｋ ｈ － ｈ０( )

Ａ
. Ｔｈｉｓ

ｇｉｖｅｓ
ｄＰｋ

ｄｔ
＝ ｋ

Ａ
ｄｈ
ｄｔ

＝ ｋ
Ａ２

ｄＱ
ｄｔ

. Ｔｈｅｎꎬ ｗｅ ｈａｖｅꎬ

Ｃｋ

ｄＰｋ

ｄｔ
＝ Ｑ (３)

ｗｉｔｈ Ｃｋ ＝
Ａ２

ｋ
. Ｆｒｏｍ (２) ａｎｄ (３) ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ

ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｗｏ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓꎬ ｔｈｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ Ｑ ｉｓ ｔｈｅ
ｓａｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ Ｐｈ ａｎｄ Ｐｋ ａｒｅ ａｄｄｉｔｉｖｅ. Ｉｎ ｐａｒ￣

ｔｉｃｕｌａｒꎬ (２) ａｎｄ (３) ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓꎬ
ｄＰｈ

ｄｔ
＝ １
Ｃｈ

Ｑ

ａｎｄ
ｄＰｋ

ｄｔ
＝ １

Ｃｋ
Ｑ ꎬ ｗｈｉｃｈ ｇｉｖｅｓ ｄ

ｄｔ
Ｐｈ ＋ Ｐｋ( ) ＝

１
Ｃｈ

＋ １
Ｃｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｑ ＝ １

Ｃｅｑ
Ｑ . Ｔｈｅｎꎬ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｓｙｓ￣

３７



　 Ｃｌａｒｅｎｃｅ Ｗ. ＤＥ ＳＩＬＶＡ ｅｔ ａｌ: Ｍｉｎｉｍａｌ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍｓ

ｔｅｍꎬ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｒｏｐ ｉｓ Ｐｈ ＋ Ｐｋ ｗｉｔｈ ａｎ ｅ￣
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ Ｃｅｑ ｇｉｖｅｎ ｂｙꎬ

１
Ｃｅｑ

＝ １
Ｃｈ

＋ １
Ｃｋ

(４)

Ｔｈｉｓ ｉｓ ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｅｒｉｅｓ ｃｏｎｎｅｃ￣
ｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ.
Ｎｏｔｅ: Ｔｈｅ ｔｗｏ ｃａｐａｃｉｔｏｒｓ ( ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｙｓｔｅｍꎬ ａｎｄ ｔｗｏ ｓｅｐａｒａｔｅ
ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｓｈｏｕｌｄ ｎｏｔ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅｍ.
Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙꎬ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅꎬ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅꎬ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ Ｃｅｑꎬ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｕｓｅｄ.

３　 Ｒｅｄｕｎｄａｎｔ Ｓｔａｔｅ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ
Ｉｎ ａ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃꎬ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄꎬ ａｎｄ ｕｎｉｆｉｅｄ ｐｒｏｃｅ￣

ｄｕｒｅ ｆｏｒ ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｍｕｌｔｉ￣
ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｌｅａｄｉｎｇ ｔｏ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｍｏｄｅｌꎬ ｅａｃｈ ｅｎ￣
ｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｓ ａｓｓｉｇｎｅｄ ａ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ. Ｉｆ
ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ￣ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓꎬ ａｓ ｉｎ
ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２ꎬ ｔｈａｔ ｗｉｌｌ ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｉｎ ｒｅ￣
ｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｎｄ ａ ｎｏｎ￣ｍｉｎｉｍａｌ ｓｔａｔｅ￣
ｓｐａｃｅ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ. Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔꎬ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ
ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｈａｖｅ ｔｏ ｂｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅ￣
ｓｐｏｎｄｉｎｇ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｈａｖｅ ｔｏ ｂｅ ｅｌｉｍｉ￣
ｎａｔｅｄ. Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｔｏ ｉｌ￣
ｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｉｓ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ.

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ
ｂｏｔｈ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｎｄ ｆｌｕｉｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓꎬ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. ２. Ａ ｐｕｍｐ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐｓ ｔ( ) ꎬ ｗｈｉｃｈ
ｉｓ ａ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｓｏｕｒｃｅꎬ ｐｕｍｐｓ ｌｉｑｕｉｄ ｉｎｔｏ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ
ｔａｎｋ ｏｆ ａｒｅａ ｏｆ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ Ａꎬ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｐｉｐｅ ｏｆ
ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｉｐｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｑ￣
ｕｉｄ ｆｌｏｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ａｒｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｅｆｏｒｅ ｅｎｔｅｒｉｎｇ ｔｈｅ
ｔａｎｋꎬ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａ
ｓｍａｌｌ ｆｌｕｉｄ ｔａｎｋ ｏｆ ａｒｅａ ｏｆ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ ａ ａｎｄ ａ
ｓｐｒｉｎｇ￣ｌｏａｄｅｄ ｐｉｓｔｏｎ ｏｆ ｍａｓｓ ｍꎬ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋꎬ ａｎｄ ｖｉｓ￣
ｃｏｕｓ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｂ. Ａｌｓｏ ｇｉｖｅｎꎬ Ｉｆ ＝ ｆｌｕｉｄ ｉｎｅｒ￣
ｔａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒ (ｐａｓｓｉｖｅ
ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ)ꎬ Ｒ ｆ ＝ ｆｌｕｉｄ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐｉｐｅ
ｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒꎬ ａｎｄ ρ ＝ ｍａｓｓ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ. Ｆｉｒｓｔꎬ ａｎ ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈꎬ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌ￣
ｌｙꎬ ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ

ｓｙｓｔｅｍꎬ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ: Ｑ ＝
ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｉｎ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｂｅｆｏｒｅ
ｒｅａｃｈｉｎｇ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒꎬ Ｐｈ ＝ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒ￣
ｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｃｏｌｕｍｎ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒ ｔａｎｋ
(ｎｏｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｔｔｏｍ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ｃｏｌ￣
ｕｍｎ)ꎬ ｖ ＝ ｕｐｗａｒｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｓｔｏｎꎬ ｆｋ ＝ ｃｏｍ￣
ｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｉｓｔｉｎｇ ｓｐｒｉｎｇ ａｔｔａｃｈｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｐｉｓｔｏｎꎬ ａｎｄ ＰＨ ＝ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｔｔｏｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ
ｔａｎｋ. Ａｌｓｏꎬ ｓｙｓｔｅｍ ｏｕｔｐｕｔ ＝ Ｈ ＝ ｌｉｑｕｉｄ ｌｅｖｅｌ ｉｎ ｔｈｅ
ｍａｉｎ ｔａｎｋ. Ｆｏｒ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅꎬ ｔｈｅ ｂｕｌｋ
ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅｓ
ａｎｄ ｔｈｅ ｔａｎｋｓ ａｒｅ ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ.

Ｆｉｇ. ２　 Ａ ｌｉｑｕｉｄ ｐｕｍｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ.

　 　 Ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ.
３. Ｔｈｉｓ ｉｓ ａ “ｇｙｒａｔｏｒ￣ｃｏｕｐｌｅｄ” ｓｙｓｔｅｍ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｕｂ￣
ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｌｉｎｋｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｕｂｓｙｓ￣
ｔｅｍ ｉｎ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ ( ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｄｏｍａｉｎ)
ｂｙ ａ ｇｙｒａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａꎬ ａｓ ｓｈｏｗｎ.

Ｆｉｇ. ３　 Ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ.

　 　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇ ｔｈｅ
ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｎｏｗ.

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｓｈｅｌｌ:

４７



ＩＮＳＴＲＵＭＥＮＴＡＴＩＯＮꎬ Ｖｏｌ ６. Ｎｏ ４ꎬ Ｄｅｃｅｍｂｅｒ ２０１９

ＣＨＰ


Ｈ ＝ ＱＨ

ＣｈＰ


ｈ ＝ Ｑｈ

ＩｆＱ


Ｉ ＝ ＰＩ

ｍｖ ＝ ｆ

ｆｋ ＝ ｋｖｋ
Ｏｔｈｅｒ Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
ＰＲ ＝ Ｒ ｆＱＲ

ｆｂ ＝ ｂｖｂ

ｖｍ ＝
Ｑｍ

ａ
ｆｍ ＝ － ａＰｍ

ü

þ

ý

ïï

ïï

Ｆｌｕｉｄ ｇｙｒａｔｏｒ

Ｎｏｄｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
Ｑｓ － ＱＲ ＝ ０ ｕｓｅｌｅｓｓ( ) ꎻ
ＱＲ － ＱＩ ＝ ０ꎻ ＱＩ － Ｑｈ － ＱＨ ＝ ０ꎻ Ｑｈ － Ｑｍ

＝ ０ꎻ － ｆｍ － ｆ － ｆｋ － ｆｂ ＝ ０
Ｌｏｏｐ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
Ｐｓ － ＰＨ － ＰＩ － ＰＲ ＝ ０ꎻ ＰＨ － Ｐｍ － Ｐｈ

＝ ０ꎻ ｖｍ － ｖ ＝ ０ꎻ ｖ － ｖｋ ＝ ０ꎻ ｖ － ｖｂ ＝ ０
Ｅｌｉｍｉｎａｔｅ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅｓ:
ＱＨ ＝ ＱＩ － Ｑｈ ＝ ＱＩ － Ｑｍ ＝ ＱＩ － ａｖｍ ＝ ＱＩ － ａｖ
Ｑｈ ＝ Ｑｍ ＝ ａｖｍ ＝ ａｖ
ＰＩ ＝ Ｐｓ － ＰＨ － ＰＲ ＝ Ｐｓ － ＰＨ － Ｒ ｆＱＲ

＝ Ｐｓ － ＰＨ － Ｒ ｆＱＩ ｆ ＝ － ｆｍ － ｆｋ － ｆｂ ＝ ａＰｍ － ｆｋ －
ｂｖｂ ＝ ａ ＰＨ － Ｐｈ( ) － ｆｋ － ｂｖ
ｖｋ ＝ ｖ

Ｏｕｔｐｕｔ Ｈ ＝
ＰＨ

ρｇ
Ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｘ ＝ ＰＨ Ｐｈ ＱＩ ｖ ｆｋ[ ]

Ｔ

Ｉｎｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｕ ＝ Ｐｓ[ ]

Ｏｕｔｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｙ ＝ Ｈ[ ]

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｍｏｄｅｌ:

ｘ ＝ Ａｘ ＋ Ｂｕ
ｙ ＝ Ｃｘ ＋ Ｄｕ
ｗｉｔｈꎬ
Ａ ＝

０ ０ １
ＣＨ

＝ ρｇ
Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ａ

ＣＨ

＝ － ａρｇ
Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０

０ ０ ０ ａ
Ｃｈ

＝ ρｇæ

è
ç

ö

ø
÷ ０

－ １
Ｉｆ

０ －
Ｒｆ

Ｉｆ
０ ０

ａ
ｍ

－ ａ
ｍ

０ － ｂ
ｍ

－ １
ｍ

０ ０ ０ ｋ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎻ

Ｂ ＝

０
０
１
Ｉｆ
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ Ｃ ＝ １
ρｇ
０ ０ ０ ０é

ë
êê

ù

û
úú ꎻ Ｄ ＝ ０[ ]

　 　 Ｉｔ ｉｓ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ２ｎｄ ｒｏｗ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍａｔｒｉｘ
(Ａ) ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｏ ｔｈｅ ５ｔｈ ｒｏｗ ( ｔｈｒｏｕｇｈ ａ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ) . Ｔｈｉｓ ｔｅｌｌｓ ｕｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａ￣
ｂｌｅｓ ｘ２ ａｎｄ ｘ５ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣
ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｍｕｓｔ ｃｏｎｔａｉｎ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｔｈａｔ ｃａｎ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｉｔ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｅｌｉｍｉｎａｔｅ ｏｎｅ ｏｆ
ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍａｎｙ ｗａｙｓ ｔｏ
ｐｅｒｆｏｒｍ ｔｉｓ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎꎬ ｂｕｔ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｄｉｒｅｃｔ ａｎｄ ｓｉｍ￣
ｐｌｅｓｔ ｗａｙ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｎｏｗ. Ｂｅｆｏｒｅ ｄｏｉｎｇ ｔｈｉｓꎬ ｎｏｔｅ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｒｄｅｒ (ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ) ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ “ ｉｎｄｅｐｅｎｄ￣
ｅｎｔ” ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｒｏｕｇｈ
ｐｈｙｓｉｃａｌ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ( ｓｅｅ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２) ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ
ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔｏｒ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｃｏｌ￣
ｕｍｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄａｍｐｅｒ (ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｃａ￣
ｐａｃｉｔａｎｃｅ) ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ( ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ) ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄａｍｐｅｒ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅｓｅ
ｔｗｏ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔꎬ
ｔｗｏ ｓｅｐａｒａｔｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｓｈｏｕｌｄ ｎｏｔ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｒｅ￣
ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈａｔ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍꎬ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄ￣
ｅｌ. Ａｌｌ ｔｈｅｓｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ
ｍｏｄｅｌ (５ｔｈ ｏｒｄｅｒ) ｔｈａｔ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｅｆｏｒｅ ｉｓ ｎｏｔ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｃｔ ｆｉｎａｌ ｒｅｓｕｌｔꎬ ａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｏ ａ ４ｔｈ

５７



　 Ｃｌａｒｅｎｃｅ Ｗ. ＤＥ ＳＩＬＶＡ ｅｔ ａｌ: Ｍｉｎｉｍａｌ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍｓ

ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ. Ｔｈｉｓ ｉｓ ａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｅｄ ｎｏｗ.
Ｔｈｅ ２ｎｄ ａｎｄ ｔｈｅ ５ｔｈ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ:

ｘ２ ＝
ａ
Ｃｈ

ｘ４

ｘ５ ＝ ｋｘ４

ｗｉｔｈꎬ Ｃｈ ＝ ρｇ
ａ

. Ｈｅｎｃｅꎬ ｘ５ ＝
ｋ
ρｇ

ｘ２ .

Ｎｏｔｅ: Ｔｈｅ ｕｎｉｔｓ ｏｆ ｋ
ρｇ

ａｒｅ ｍ２ꎬ ａｎｄ ｈｅｎｃｅ ｔｈｅ

ｔｗｏ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ ａｓ ｗｅｌｌ.
Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ

ｓｈｏｕｌｄ ｈａｖｅ ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ｗｉｔｈ

ｘ５ ｉｎ ｔｈｅ ４ｔｈ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｒｅｐｌａｃｅｄ ｂｙ ｋ
ρｇ

ｘ２ . Ｔｈｉｓ

ｇｉｖｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒ (４ｔｈ ｏｒｄｅｒ) ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ.

Ｉｎｐｕｔ ｕ ＝ Ｐｓ( ｔ) ꎻ Ｏｕｔｐｕｔ Ｈ ＝
ＰＨ

ρｇ
Ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｘ ＝ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４[ ] Ｔ ＝ ＰＨ Ｐｈ ＱＩ ｖ[ ] Ｔ

Ｉｎｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｕ ＝ [ｕ] ＝ Ｐｓ( ｔ)[ ]

Ｏｕｔｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｙ ＝ [ｙ] ＝
ＰＨ

ρｇ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｍｏｄｅｌ:

ｘ ＝ Ａｘ ＋ Ｂｕ
ｙ ＝ Ｃｘ ＋ Ｄｕ
Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ:
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Ｂ ＝
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ꎻ Ｃ ＝ １
ρｇ
０ ０ ０é
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ù

û
úú ꎻ Ｄ ＝ ０[ ]

４　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｔｒａｎｓｆｅｒ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｍｏｄｅｌ
Ｓｙｓｔｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ

ｋｎｏｗｎ ｔｏ ｂｅ ｍｏｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｈａｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏ￣
ｍａｉｎꎬ ｍａｉｎｌｙ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ａｌ￣
ｇｅｂｒａｉｃ ｒａｔｈｅｒ ｔｈａｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ. Ｆｏｒ ａｃｈｉｅｖｉｎｇ ｔｈｉｓ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅꎬ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ
ｉｎ ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｌｙ ａｃ￣
ｃｏｍｐｌｉｓｈｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ
(ＴＦ ＬＧ) . Ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ
ｓｉｍｉｌａｒ ( ｂｕｔ ｎｏｔ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ) ｔｏ ｔｈａｔ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ꎬ ｉｓ
ｕｓｅｄ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｐｅｒｔｉｎｅｎｔ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ. Ｔｈｅ ｅｘａｍ￣
ｐｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌꎬ ａｎｄ ｉｎ ｔｈｅ ＬＧꎬ ｔｈｉｓ
ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｉｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ａ ｇｙｒａｔｏｒꎬ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｇｉｖ￣
ｉｎｇ ａ ｇｙｒａｔｏｒ￣ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ [９] .

Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｔｉｍｅ￣ｄｏｍａｉｎ
ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｍｏｄｅｌ ( ｉ.ｅ.ꎬ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉ￣
ａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ) ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌꎬ ｉｓ ｉｌｌｕｓｔｒａ￣
ｔｅｄ ａｓ ｗｅｌｌ. Ｔｈｅｎꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｏｂ￣
ｔａｉｎｅｄ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｌｙ. Ａｎｏｔｈｅｒ ｗａｙ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｔｏ ｕｓｅ ｔｈｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｏｆ
ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＴＦ ＬＧ) . Ｉｎ ｔｈａｔ ｐｒｏ￣
ｃｅｄｕｒｅꎬ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ￣ｄｏｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ ｈａｓ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ
ｉｎｔｏ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｉｎｇｌｅ￣ｄｏｍａｉｎ ＴＦ ＬＧ. Ｔｈｉｓ ｐｒｏｃｅ￣
ｄｕｒｅ ｉｓ ａｌｓｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｓｙｓ￣
ｔｅｍ. Ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｔｗｏ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎｓ ( ｆｌｕｉｄ ａｎｄ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ) ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｄｏ￣
ｍａｉｎ ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏ￣
ｍａｉｎ ( ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｓｙｓｔｅｍ)
ｂｅｆｏｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓ￣
ｔｅｍ.

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ
ｂｏｔｈ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｎｄ ｆｌｕｉｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓꎬ
ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. ４. Ａ ｐｕｍｐ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐｓ ｔ( ) ꎬ
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｓｏｕｒｃｅꎬ ｐｕｍｐｓ ｗａｔｅｒ ｉｎｔｏ ａ ｕｎｉ￣
ｆｏｒｍ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｏｆ ａｒｅａ ｏｆ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ Ａꎬ
ｗｈｉｃｈ ｓｅｒｖｅｓ ａｓ ｔｈｅ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ａｃｔｕａｔｏｒ ｔｈａｔ ｄｒｉｖｅｓ ａ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ. Ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｍａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ
ｐｉｓｔｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ ｉｓ ｍꎬ ｔｈｅ ｒｅｓｉｓｔｉｎｇ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ ｉｓ ｋꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍ￣
ｂｉｎｅｄ ｖｉｓｃｏｕｓ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｐｉｓｔｏｎ
ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ ｉｓ ｂ. Ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｉｓ ｐｕｍｐｅｄ
ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｓｈｏｒｔ ｐｉｐｅ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ. Ｎｏｔｅ:

６７
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Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｉｓ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ. Ｔｈｅ ｐｒｅｓ￣
ｓｕｒｅ ｒｉｐｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｆｌｏｗ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ａｒｅ ｒｅｄｕｃｅｄ
ｂｅｆｏｒｅ ｅｎｔｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒꎬ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ａｎ ｅｎｅｒｇｙ
ａｂｓｏｒｂｅｒ (ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｃａｐａｃｉｔｏｒ) ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａ ｓｍａｌｌ
ｆｌｕｉｄ ｔａｎｋ ｏｆ ａｒｅａ ｏｆ ｃｒｏｓｓ￣ｓｅｃｔｉｏｎ　 Ａｃ ａｎｄ ａ ｓｐｒｉｎｇ￣
ｌｏａｄｅｄꎬ ｌｉｇｈｔ (ｍａｓｓｌｅｓｓ) ａｎｄ ｓｍｏｏｔｈ ( ｎｏ ｅｎｅｒｇｙ
ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ) ｐｉｓｔｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｉｓｔｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋｃ .

Ｆｉｇ. ４　 Ｗａｔｅｒ ｐｕｍｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ａ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ａｃｔｕａｔｏｒ.

Ｎｏｔｅ: Ｔｈｉｓ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｉｓ ａｄｊｕｓｔａｂｌｅ ｕｓｉｎｇ ａ ｎｕｔꎬ ａｓ
ｓｈｏｗｎꎬ ｂｕｔ ｉｎ ｔｈｉｓ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ａｓｓｕｍｅ ｉｔ ｔｏ ｂｅ ａ ｃｏｎ￣
ｓｔａｎｔ. Ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｆｌｏｗ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｃａｎ
ｂｅ ａｄｊｕｓｔｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ａ ｖａｌｖｅꎬ ａｓ ｓｈｏｗｎ. Ｉｔ ｏｆｆｅｒｓ
ａ ｆｌｕｉｄ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ Ｒ. Ｅｖｅｎ ｔｈｏｕｇｈ ｔｈｉｓ ｉｓ ａｌｓｏ ａｄｊｕｓｔａ￣
ｂｌｅꎬ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｉｔ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｅｘａｍ￣
ｐｌｅ. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｔｈｅ ｏｎｌｙ ｎｏｔａｂｌｅ ｆｌｕｉｄ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｔｈａｔ ｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｓｙｓｔｅｍ ( ｉ.ｅ.ꎬ ｎｅｇｌｅｃｔ ａｎｙ ｏｔｈｅｒ
ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｓ) . Ｇｉｖｅｎꎬ Ｉ ＝ ｆｌｕｉｄ ｉｎｅｒｔａｎｃｅ ｉｎ
ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｐｕｍｐ ｕｐ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒ
(ｐａｓｓｉｖｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ) . Ｎｅｇｌｅｃｔ ａｎｙ ｏｔｈｅｒ ｆｌｕ￣
ｉｄ ｉｎｅｒｔａｎｃｅｓ. Ａｌｓｏꎬ ρ ＝ ｍａｓｓ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒꎬ
ａｎｄ ｇ ＝ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｄｕｅ ｔｏ ｇｒａｖｉｔｙ.

Ｆｉｒｓｔꎬ ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ. Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈꎬ ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｔａｔｅ
ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅ ｆｏｌ￣
ｌｏｗｉｎｇ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｕｓｅｄ: ｖｍ ＝ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ (ａｎｄ ａｌｓｏ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｐｉｓｔｏｎ)ꎬ ｆｋ
＝ ｓｐｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄ ( ａｔｔａｃｈｅｄ ｔｏ
ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｐｉｓｔｏｎ)ꎬ ｆｃ ＝ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｐｒｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒꎬ ＱＩ ＝ ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ
ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｂｅｆｏｒｅ ｒｅａｃｈｉｎｇ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ
ａｂｓｏｒｂｅｒꎬ ａｎｄ Ｐｃ ＝ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ
ｃｏｌｕｍｎ (ｏｆ ｈｅｉｇｈｔ ｈｃ ) ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｂｅｒ ｔａｎｋ

(ｎｏｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｔ ｔｈｅ ｂｏｔｔｏｍ ｏｆ ｔｈｉｓ ｗａｔｅｒ ｃｏｌ￣
ｕｍｎ) . Ｎｏｔｅ: Ｐｃ ＝ ρｇｈｃ . Ｓｙｓｔｅｍ ｏｕｔｐｕｔ ＝ ｖｍ ＝ ｖｅ￣
ｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏａｄ (ａｌｓｏꎬ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｐｉｓｔｏｎ) . Ｉｎ
ｔｈｉｓ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ｔｈｅ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ
ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅｓꎬ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ
ａｂｓｏｒｂｅｒ ｔａｎｋ. ａｒｅ ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ.

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ( ｉｎｐｕｔ ＝ Ｐｓ ｔ( ) ꎬ ｏｕｔｐｕｔ ＝ ｖｍ )
ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｆｒｏｍ ｔｈａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｎｅｘｔꎬ ｔｈｅ ＴＦ ＬＧ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｔｈｅ ＬＧ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｔｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｒｅｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ ａ ＴＦ
ＬＧ ｔｈａｔ ｉｓ ｅｎｔｉｒｅｌｙ ｉｎ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ. Ｆｒｏｍ
ｔｈａｔꎬ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｔｏ
ｔｈａｔ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｅｆｏｒｅ.

Ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ.
５(ａ) .

Ｆｉｇ. ５(ａ) 　 Ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ.

Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｎｏｗ.
Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｓｈｅｌｌ:

ｍｖｍ ＝ ｆｍ
ｆｋ ＝ ｋｖｋ
ｆｃ ＝ ｋｃｖｃ
ＩＱ Ｉ ＝ ＰＩ

ＣＰＣ ＝ ＱＣ

Ｎｏｔｅ: Ｃ ＝
Ａｃ

ρｇ
Ｏｔｈｅｒ Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:

７７



　 Ｃｌａｒｅｎｃｅ Ｗ. ＤＥ ＳＩＬＶＡ ｅｔ ａｌ: Ｍｉｎｉｍａｌ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍｓ

ｆｂ ＝ ｂｖｂ
ＰＲ ＝ ＲＱＲ

ｖｌ ＝
Ｑｌ

Ａ
ｆｌ ＝ － ＡＰ ｌ

ü

þ

ý

ïï

ïï

Ｆｌｕｉｄ ｇｙｒａｔｏｒ Ａ

ｖ ＝ Ｑ
Ａｃ

ｆ ＝ － ＡｃＰ

ü

þ

ý

ïï

ïï

Ｆｌｕｉｄ ｇｙｒａｔｏｒ Ａｃ

Ｎｏｄｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
Ｑｓ － ＱＩ ＝ ０ ｕｓｅｌｅｓｓ( ) ꎻ ＱＩ － ＱＲ － ＱＣ ＝ ０ꎻ
ＱＣ － Ｑ ＝ ０ꎻ
－ ｆ － ｆｃ ＝ ０ꎻ ＱＲ － Ｑｌ

＝ ０ꎻ － ｆｌ － ｆｍ － ｆｂ － ｆｋ ＝ ０
Ｌｏｏｐ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:

－ Ｐｓ( ｔ) ＋ ＰＩ ＋ ＰＣ ＋ Ｐ ＝ ０ꎻ
－ Ｐ ｌ － ＰＲ ＋ ＰＣ ＋ Ｐ ＝ ０ꎻ
－ ｖ ＋ ｖｃ ＝ ０ꎻ － ｖｍ ＋ ｖｌ
＝ ０ꎻ － ｖｂ ＋ ｖｍ ＝ ０ꎻ － ｖｋ ＋ ｖｍ ＝ ０

Ｅｌｉｍｉｎａｔｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅｓ:
ｆｍ ＝ － ｆｌ － ｆｂ － ｆｋ ＝ ＡＰ ｌ － ｂｖｂ － ｆｋ
＝ Ａ － ＰＲ ＋ ＰＣ ＋ Ｐ( ) － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＱＲ ＋ ＰＣ － １
Ａｃ
ｆæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＱｌ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＡｖｌ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＡｖｍ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ － (Ａ２Ｒ ＋ ｂ)ｖｍ － ｆｋ ＋ Ａ
Ａｃ
ｆｃ ＋ ＡＰＣ

ｋｖｋ ＝ ｋｖｍ

ｋｃｖｃ ＝ ｋｃｖ ＝
ｋｃ

Ａｃ
Ｑ ＝

ｋｃ

Ａｃ
ＱＣ ＝

ｋｃ

Ａｃ
(ＱＩ － ＱＲ)

＝
ｋｃ

Ａｃ
(ＱＩ － Ａｖｍ) [ｆｒｏｍ ａｂｏｖｅ ｒｅｓｕｌｔ

＝ －
ｋｃＡ
Ａｃ

ｖｍ ＋
ｋｃ

Ａｃ
ＱＩ

ＰＩ ＝ － Ｐ － ＰＣ ＋ Ｐｓ( ｔ) ＝
１
Ａｃ
ｆ － ＰＣ ＋ Ｐｓ( ｔ)

＝ － １
Ａｃ
ｆｃ － ＰＣ ＋ Ｐｓ( ｔ)

ＱＣ ＝ ＱＩ － ＱＲ ＝ ＱＩ － Ａｖｍ[ｆｒｏｍ ａｂｏｖｅ
Ｏｕｔｐｕｔ ＝ ｖｍ

Ｖｅｃｔｏｒ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒｍ:
Ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｘ ＝ ｖｍ ｆｋ ｆｃ ＱＩ ＰＣ[ ]

Ｔ

Ｉｎｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｕ ＝ [ｕ] ＝ Ｐｓ( ｔ)[ ]

Ｏｕｔｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｙ ＝ [ｙ] ＝ ｖｍ[ ]

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｍｏｄｅｌ:

ｘ ＝ Ａｘ ＋ Ｂｕ
ｙ ＝ Ｃｘ ＋ Ｄｕ
ｗｉｔｈ
Ａ ＝

－ (Ａ
２Ｒ ＋ ｂ)
ｍ

－ １
ｍ

Ａ
ｍＡｃ

０ Ａ
ｍ

ｋ ０ ０ ０ ０

－
ｋｃＡ
Ａｃ

０ ０
ｋｃ

Ａｃ
０

０ ０ － １
ＩＡｃ

０ － １
Ｉ

－ Ａ
Ｃ

０ ０ １
Ｃ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ

Ｂ ＝

０
０
０
１
Ｉ
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ Ｃ ＝ １ ０ ０ ０ ０[ ] ꎻ Ｄ ＝ ０[ ]

　 　 Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍａｔｒｉｘ (Ａ) ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ ｉｔｓ
３ｒｄ ｒｏｗ ｉｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｏ ｔｈｅ ５ｔｈ ｒｏｗ
( ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ) . Ｔｈｉｓ ｔｅｌｌｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｘ３ ａｎｄ ｘ５ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｓｉｎｃｅ
ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｍｕｓｔ ｃｏｎｔａｉｎ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｔｈａｔ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｄｙ￣
ｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｉｔ ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｅｌｉｍｉｎａｔｅ
ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ａｓ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ꎬ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔｏｒ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｃｏｌｕｍｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄａｍｐｅｒ (ｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ)
ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ( ｏｆ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋｃ ) ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
ｄａｍｐｅｒ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｈｅｎｃｅꎬ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ

８７



ＩＮＳＴＲＵＭＥＮＴＡＴＩＯＮꎬ Ｖｏｌ ６. Ｎｏ ４ꎬ Ｄｅｃｅｍｂｅｒ ２０１９

ｍｏｄｅｌ (５ｔｈ ｏｒｄｅｒ) ｔｈａｔ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｅｆｏｒｅꎬ ｈａｓ ｔｏ
ｂｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｏ ａ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ. Ｔｈｉｓ ｉｓ ａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｅｄ
ｎｏｗ.

Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｇｙｒａｔｏｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ( ｗｉｔｈ Ａｃ )ꎬ ｗｅ
ｈａｖｅꎬ

ＡｃＰ ＝－ ｆ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｅ ａｎｄ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ ｓｏｍｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｅｑｕａ￣

ｔｉｏｎｓ:

ＡｃＰ
 ＝ － ｆ ＝ ｆｃ ＝ ｋｃｖｃ ＝ ｋｃｖ ＝ ｋｃ

Ｑ
Ａｃ

Ｗｅ ｈａｖｅ:
Ａ２ｃ
ｋｃ
Ｐ ＝ Ｑ

Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔ ｔｅｌｌｓ ｕｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｆｌｕｉｄ ｃａ￣
ｐａｃｉｔａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄａｍｐ￣

ｅｒ ｉｓ: Ｃｃ ＝
Ａ２ｃ
ｋｃ

. Ｆｒｏｍ Ｆｉｇ. ５( ａ) ｉｔ ｉｓ ｃｌｅａｒ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ

ｃａｐａｃｉｔｏｒ ｉｓ ｉｎ “ｓｅｒｉｅｓ” ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉ￣
ｔｏｒ (ｏｆ ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ Ｃ (ｗｉｔｈ ｃｏｍｍｏｎ ｆｌｏｗ ａｎｄ ａｄｄｉ￣
ｔｉｖｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ) . Ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄꎬ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｆｌｕｉｄ ｃａｐａｃｉｔａｎｃｅ Ｃｅ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ ｓｅｒｉｅｓ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｓ

ｇｉｖｅｎ ｂｙꎬ １
Ｃｅ

＝ １
Ｃ

＋ １
Ｃｃ

＝ ρｇ
Ａｃ

＋
ｋｃ

Ａ２ｃ
. Ｈｅｎｃｅꎬ

Ｃｅ ＝
Ａ２ｃ

ρｇＡｃ ＋ ｋｃ
(５)

Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ.
５(ｂ) .

Ｆｉｇ. ５(ｂ) 　 ＬＧ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ.

Ｎｏｗꎬ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｉｓ
ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔ ｓｔａｔｅ￣
ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ.

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｓｈｅｌｌ:

ｍｖｍ ＝ ｆｍ
ｆｋ ＝ ｋｖｋ
ＩＱ Ｉ ＝ ＰＩ

ＣｅＰ


ｅ ＝ Ｑｅ

Ｎｏｔｅ: Ｃｅ ＝
Ａ２ｃ

ρｇＡｃ ＋ ｋｃ
. Ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ Ｐｅ ａｎｄ Ｑｅ

ａｒｅ ａｓ ｉｎ Ｆｉｇ. ５(ｂ) .
Ｏｔｈｅｒ Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
ｆｂ ＝ ｂｖｂ
ＰＲ ＝ ＲＱＲ

ｖｌ ＝
Ｑｌ

Ａ
ｆｌ ＝ － ＡＰ ｌ

ü

þ

ý

ïï

ïï

Ｆｌｕｉｄ ｇｙｒａｔｏｒ Ａ

Ｎｏｄｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
Ｑｓ － ＱＩ ＝ ０ ｕｓｅｌｅｓｓ( ) ꎻ ＱＩ － ＱＲ － Ｑｅ ＝ ０ꎻ
ＱＲ － Ｑｌ ＝ ０ꎻ － ｆｌ － ｆｍ － ｆｂ － ｆｋ ＝ ０
Ｌｏｏｐ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ:
－ Ｐｓ( ｔ) ＋ ＰＩ ＋ Ｐｅ ＝ ０ꎻ － Ｐ ｌ － ＰＲ ＋ Ｐｅ ＝ ０ꎻ
－ ｖｍ ＋ ｖｌ ＝ ０ꎻ － ｖｂ ＋ ｖｍ ＝ ０ꎻ － ｖｋ ＋ ｖｍ ＝ ０
Ｅｌｉｍｉｎａｔｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅｓ:
ｆｍ ＝ － ｆｌ － ｆｂ － ｆｋ ＝ ＡＰ ｌ － ｂｖｂ － ｆｋ

＝ Ａ － ＰＲ ＋ Ｐｅ( ) － ｂｖｍ － ｆ
＝ Ａ － ＲＱＲ ＋ Ｐｅ( ) － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＱｌ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＡｖｌ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ Ａ － ＲＡｖｍ ＋ ＰＣ ＋ １
Ａｃ
ｆｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂｖｍ － ｆｋ

＝ － (Ａ２Ｒ ＋ ｂ)ｖｍ － ｆｋ ＋ Ａ
Ａｃ
ｆｃ ＋ ＡＰＣ

ｋｖｋ ＝ ｋｖｍ
ＰＩ ＝ － Ｐｅ ＋ Ｐｓ( ｔ)

Ｑｅ ＝ ＱＩ － ＱＲ ＝ ＱＩ － Ａｖｍ[ａｓ ｂｅｆｏｒｅ
Ｏｕｔｐｕｔ ＝ ｖｍ
Ｖｅｃｔｏｒ￣ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ:
Ｓｔａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｘ ＝ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４[ ] Ｔ ＝ ｖｍ ｆｋ ＱＩ Ｐｅ[ ] Ｔ

Ｉｎｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｕ ＝ [ｕ] ＝ Ｐｓ( ｔ)[ ]

９７



　 Ｃｌａｒｅｎｃｅ Ｗ. ＤＥ ＳＩＬＶＡ ｅｔ ａｌ: Ｍｉｎｉｍａｌ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍｓ

Ｏｕｔｐｕｔ ｖｅｃｔｏｒ ｙ ＝ [ｙ] ＝ ｖｍ[ ]

Ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ Ｍｏｄｅｌ:

ｘ ＝ Ａｘ ＋ Ｂｕ
ｙ ＝ Ｃｘ ＋ Ｄｕ
Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ:

Ａ ＝

－ (Ａ
２Ｒ ＋ ｂ)
ｍ

－ １
ｍ

０ Ａ
ｍ

ｋ ０ ０ ０

０ ０ ０ － １
Ｉ

－ Ａ
Ｃｅ

０ １
Ｃｅ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎻ

Ｂ ＝

０
０
１
Ｉ
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎻ Ｃ ＝ １ ０ ０ ０[ ] ꎻ Ｄ ＝ ０[ ]

Ｎｏｗꎬ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｏｒ￣
ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌꎬ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ.
Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｍａｙ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ:

ｘ１ ＝ ａ１１ｘ１ ＋ ａ１２ｘ２ ＋ ａ１４ｘ４
ｘ２ ＝ ａ２１ｘ１
ｘ３ ＝ ａ３４ｘ４ ＋ ｂ３ｕ

ｘ４ ＝ ａ４１ｘ１ ＋ ａ４３ｘ３
ｗｉｔｈꎬ

ａ１１ ＝ －
(Ａ２Ｒ ＋ ｂ)

ｍ
ꎻ ａ１２ ＝ －

１
ｍ
ꎻ ａ１４ ＝

Ａ
ｍ
ꎻ

ａ２１ ＝ ｋꎻ ａ３４ ＝ －
１
Ｉ
ꎻ ａ４１ ＝ －

Ａ
Ｃｅ
ꎻ ａ４３ ＝

１
Ｃｅ
ꎻ ｂ３ ＝

１
Ｉ

ａｎｄ Ｃｅ ＝
Ａ２ｃ

ρｇＡｃ ＋ ｋｃ
.

Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｍａｙ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ:
ｙ ＝ ａ１１ｙ ＋ ａ１２ｘ２ ＋ ａ１４ｘ４ (６)

ｘ２ ＝ ａ２１ｙ (７)

ｘ３ ＝ ａ３４ｘ４ ＋ ｂ３ｕ (８)

ｘ４ ＝ ａ４１ｙ ＋ ａ４３ｘ３ (９)
Ｗｅ ｈａｖｅ ｔｏ ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅｓｅ ４ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｓ ａ ｓｉｎｇｌｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｕ ａｎｄ ｙ ｏｎｌｙ. Ｔｈｉｓ ｄｏｎｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ:

ｄ(６)
ｄｔ
: ｙ̈ ＝ ａ１１ｙ

 ＋ ａ１２ａ２１ｙ ＋ ａ１４(ａ４１ｙ ＋ ａ４３ｘ３)

＝ (ａ１２ａ２１ ＋ ａ１４ａ４１)ｙ ＋ ａ１１ｙ
 ＋ ａ１４ａ４３ｘ３

＝ ａ１ｙ ＋ ａ１１ｙ
 ＋ ａ２ｘ３

(１０)

ｗｈｅｒｅꎬ

ａ１ ＝ ａ１２ａ２１ ＋ ａ１４ａ４１

＝ － １
ｍ
ｋ ＋ Ａ

ｍ
－ Ａ
Ｃｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ － ｋ
ｍ

－ Ａ２

ｍＣｅ
ꎻ

ａ２ ＝ ａ１４ａ４３ ＝
Ａ
ｍ
１
Ｃｅ

＝ Ａ
ｍＣｅ

ｄ(８)
ｄｔ
: ｘ̈３ ＝ ａ３４(ａ４１ｙ ＋ ａ４３ｘ３) ＋ ｂ３ｕ



Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ (１０):
１
ａ２
( ｙ┉ － ａ１ ｙ̈ － ａ１１ ｙ

┉) ＝

ａ３４ａ４１ｙ ＋
ａ３４ａ４３
ａ２
( ｙ̈ － ａ１ｙ － ａ１１ｙ

) ＋ ｂ３ｕ


Ｒｅａｒｒａｎｇｅ:

ｙ┉ － ａ１１ ｙ
┉ － (ａ１ ＋ ａ３４ａ４３) ｙ̈ ＋

ａ１１ａ３４ａ４３ｙ
 ＋ (ａ１ａ３４ａ４３ － ａ２ａ３４ａ４１)ｙ ＝ ａ２ｂ３ｕ



Ａｌｓｏꎬ ｗｅ ｈａｖｅ:

ａ１ ＋ ａ３４ａ４３ ＝ －
ｋ
ｍ

－ Ａ２

ｍＣｅ

＋ － １
Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷
１
Ｃｅ

＝

－ ｋ
ｍ

－ Ａ２

ｍＣｅ

－ １
ＩＣｅ

ａ１１ａ３４ａ４３ ＝ －
(Ａ２Ｒ ＋ ｂ)

ｍ
－ １
ＩＣｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ (Ａ

２Ｒ ＋ ｂ)
ｍＩＣｅ

ａ１ａ３４ａ４３ － ａ２ａ３４ａ４１ ＝

－ ｋ
ｍ

－ Ａ２

ｍＣｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ＩＣｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ

ｍＣｅ

－ １
Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ａ

Ｃｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
ＩＣｅ

ｋ
ｍ

＋ Ａ２

ｍＣｅ

－ Ａ２

ｍＣｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｋ

ｍＩＣｅ

ａ２ｂ３ ＝
Ａ

ｍＣｅ

１
Ｉ

＝ Ａ
ｍＣｅＩ

Ｎｏｔｅ: Ａｔ ｔｈｉｓ ｓｔａｇｅꎬ ｉｔ ｉｓ ａ ｇｏｏｄ ｉｄｅａ ｔｏ ｃｈｅｃｋ ｔｈｅ
ｐｈｙｓｉｃａｌ ｕｎｉｔｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｔｅｒｍｓ ａｎｄ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ
ｔｈｅｙ ａｒｅ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ. Ｉｆ ｎｏｔꎬ ｔｈａｔ ｍｅａｎｓꎬ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｈａｓ
ｅｒｒｏｒｓ.

０８



ＩＮＳＴＲＵＭＥＮＴＡＴＩＯＮꎬ Ｖｏｌ ６. Ｎｏ ４ꎬ Ｄｅｃｅｍｂｅｒ ２０１９

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ:
ｄ４ｙ
ｄｔ４

＋ (Ａ
２Ｒ ＋ ｂ)
ｍ

ｄ３ｙ
ｄｔ３

＋ ｋ
ｍ

＋ Ａ２

ｍＣｅ

＋ １
ＩＣｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２ｙ
ｄｔ２

＋

(Ａ２Ｒ ＋ ｂ)
ｍＩＣｅ

ｄｙ
ｄｔ

＋ ｋ
ｍＩＣｅ

ｙ ＝ Ａ
ｍＣｅＩ

ｄｕ
ｄｔ
.

Ｔｈｉｓ ｇｉｖｅｓ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａ￣
ｔｉｏｎꎬ

ｍＩＣｅ
ｄ４ｙ
ｄｔ４

＋ ＩＣｅ(Ａ２Ｒ ＋ ｂ) ｄ
３ｙ
ｄｔ３

＋

ｋＩＣｅ ＋ Ａ２Ｉ ＋ ｍ( )
ｄ２ｙ
ｄｔ２

＋ (Ａ２Ｒ ＋ ｂ) ｄｙ
ｄｔ

＋

ｋｙ ＝ Ａ ｄｕ
ｄｔ

Ａｓ ｅｘｐｅｃｔｅｄꎬ ａ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉ￣
ａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｔｈｉｓ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ ｓｙｓ￣
ｔｅｍ ( ｈａｖｉｎｇ ４ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅ￣
ｍｅｎｔｓ) .

Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｔｉｍｅ￣ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｂｙ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓ:

Ｖｍ( ｓ)
Ｐｓ( ｓ)

＝ Ａｓ
ｍＩＣｅｓ４ ＋ ＩＣｅ(Ａ２Ｒ ＋ ｂ) ｓ３ ＋ ｋＩＣｅ ＋ Ａ２Ｉ ＋ ｍ( ) ｓ２ ＋ (Ａ２Ｒ ＋ ｂ) ｓ ＋ ｋ

　 　 Ｔｈｉｓ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ＴＦ ＬＧꎬ ｎｅｘｔ.

Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ￣ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＴＦ ＬＧ) ｏｆ
ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ Ｆｉｇ. ５(ｂ) ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. ５(ｃ) .

Ｆｉｇ. ５(ｃ) 　 Ｔｈｅ Ｔｒａｎｓｆｅｒ￣ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ
ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ.

Ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｎｏｗ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ
ｔｈｅ Ｔｈｅｖｅｎｉｎ ｆｏｒｍ [９]ꎬ ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. ５(ｄ) .

Ｆｕｒｔｈｅｒ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ ＬＧ ｉｓ ｎｏｔ ｒｅｑｕｉｒｅｄ. Ｂｙ ｆｏｌ￣
ｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｕｓｕａｌ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ Ｔｈｅｖｅｎｉｎ ｃｉｒｃｕｉｔ ｄｅ￣
ｖｅｌｏｐｍｅｎｔꎬ ｗｅ ｈａｖｅꎬ

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ (ｏｐｅｎ￣ｃｉｒｃｕｉｔ) ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｓｏｕｒｃｅ

Ｐｏｃ( ｓ) ＝
Ｐｓ( ｓ)

( Ｉｓ ＋ １
Ｃｅｓ
)
× １
Ｃｅｓ

＝
Ｐｓ( ｓ)

( ＩＣｅｓ２ ＋ １)
(１１)

Ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｄｉｖｉｄｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ｗｒｉｔｉｎｇ
ｔｈｉｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ.

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｆｌｕｉｄ ｉｍｐｅｄａｎｃｅ

Ｚｅ ＝
Ｉｓ × １

Ｃｅｓ

( Ｉｓ ＋ １
Ｃｅｓ
)
＋ Ｒ ＝ Ｉｓ

( ＩＣｅｓ２ ＋ １)
＋ Ｒ (１２)

Ｆｉｇ. ５(ｄ) 　 Ｔｈｅ ＴＦ ＬＧ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ
ｄｏｍａｉｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｔｈｅｖｅｎｉｎ ｆｏｒｍ.

　 　 Ｈｅｒｅꎬ ａｆｔｅｒ ｋｉｌｌｉｎｇ ( ｉ. ｅ.ꎬ ｓｈｏｒｔｉｎｇ) ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ
ｓｏｕｒｃｅꎬ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｔｗｏ ｐａｒａｌｌｅｌ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ
ｃｏｍｂｉｎｅｄ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｅｒｉｅｓ ｂｒａｎｃｈ ｉｓ ａｄｄｅｄ.

Ｎｅｘｔꎬ ｔｈｅ ｆｌｕｉｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ｅ￣
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎꎬ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｇｙｒａｔｏｒ
( ｔｈｉｓ ｉｓ ａ ｇｙｒａｔｏｒ￣ｃｏｕｐｌｅ ｆｌｕｉｄ￣ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ) .
Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ＴＦ ＬＧ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ. ５ ( ｅ) ｉｓ ｏｂ￣
ｔａｉｎｅｄ. Ｔｈｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｅｎｔｉｒｅｌｙ ｉｎ ｔｈｅ ｍｅ￣
ｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ.

１８



　 Ｃｌａｒｅｎｃｅ Ｗ. ＤＥ ＳＩＬＶＡ ｅｔ ａｌ: Ｍｉｎｉｍａｌ Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ Ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ Ｓｙｓｔｅｍｓ

Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇｙｒａｔｏｒ￣ｃｏｕｐｌｅｄ

ｔｗｏ￣ｄｏｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｃａｒｒｉｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｒｅ￣
Ｆｉｇ. ５(ｅ) 　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ＴＦ ＬＧ ｅｎｔｉｒｅｌｙ ｉｎ

ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ.

ｓｕｌｔ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｔｉｎｇ ａ Ｔｈｅｖｅｎｉｎ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｎ ｏｎｅ ｄｏｍａｉｎ
ｉｎｔｏ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｔｈｅｖｅｎｉｎ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｄｏ￣
ｍａｉｎ [９] .

Ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｓｅｇｍｅｎｔꎬ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｖｅｌｏｃｉ￣

ｔｙ ｓｏｕｒｃｅ ｉｓ:　 Ｖｅ( ｓ) ＝
Ｍ
Ｚｅ
Ｐｏｃ( ｓ) ａｎｄ ｔｈｅ

ｓｅｒｉｅｓ ｍｏｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｔｈａｔ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ: Ｍｅ ＝
Ｍ２

Ｚｅ

Ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍꎬ Ｍ ＝ １
Ａ

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ (１１) ａｎｄ (ｖ１２):

Ｖｅ( ｓ) ＝
Ｍ
Ｚｅ
Ｐｏｃ( ｓ) ＝

Ｐｓ( ｓ)

Ａ( ＩＣｅｓ２ ＋ １) × Ｉｓ
( ＩＣｅｓ２ ＋ １)

＋ Ｒé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝

Ｐｓ( ｓ)
Ａ[ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)]

Ｍｅ ＝
Ｍ２

Ｚｅ

＝ １

Ａ２
Ｉｓ

( ＩＣｅｓ２ ＋ １)
＋ Ｒé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝

( ＩＣｅｓ２ ＋ １)
Ａ２ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)[ ]

Ｉｎ Ｆｉｇ. ５(ｅ)ꎬ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｏｆ ｍꎬ
ｂꎬ ａｎｄ ｋ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｏ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｉｔｙꎬ

Ｍ( ｓ) ＝ １
ｍｓ ＋ ｂ ＋ ｋ / ｓ

Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｔｏ Ｆｉｇ. ５ ( ｅ)ꎬ ｗｅ
ｇｅｔ

Ｖｍ ＝ Ｍ
Ｍｅ ＋ Ｍ

× Ｖｅ( ｓ) ＝
Ｖｅ( ｓ)

Ｍｅ / Ｍ ＋ １
＝

Ｐｓ( ｓ)
Ａ[ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)]

× １
( ＩＣｅｓ２ ＋ １)(ｍｓ ＋ ｂ ＋ ｋ / ｓ)
Ａ２ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)[ ]

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝

ＡＰｓ( ｓ)
( ＩＣｅｓ２ ＋ １)(ｍｓ ＋ ｂ ＋ ｋ / ｓ) ＋ Ａ２[ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)]

＝

ＡｓＰｓ( ｓ)
( ＩＣｅｓ２ ＋ １)(ｍｓ２ ＋ ｂｓ ＋ ｋ) ＋ Ａ２ｓ[ Ｉｓ ＋ Ｒ( ＩＣｅｓ２ ＋ １)]

＝

ＡｓＰｓ( ｓ)
ｍＩＣｅｓ４ ＋ ( ＩＣｅｂ ＋ Ａ２ＲＩＣｅ) ｓ３ ＋ (ｍ ＋ ｋＩＣｅ ＋ Ａ２Ｉ) ｓ２ ＋ (ｂ ＋ Ａ２Ｒ) ｓ ＋ ｋ

Ｈｅｎｃｅꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ
Ｖｍ

Ｐｓ( ｓ)
＝ Ａｓ
ｍＩＣｅｓ４ ＋ ( ＩＣｅｂ ＋ Ａ２ＲＩＣｅ) ｓ３ ＋ (ｍ ＋ ｋＩＣｅ ＋ Ａ２Ｉ) ｓ２ ＋ (ｂ ＋ Ａ２Ｒ) ｓ ＋ ｋ

　 　 Ｔｈｉｓ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｔｏ ｗｈａｔ ｗａｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙꎬ ｂｙ ｔｈｅ ｔｉｍｅ￣ｄｏｍａｉｎ ａｐｐｒｏａｃｈ.

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ
Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｃｅｒｎｅｄ ｔｈｅ ｕｓｅ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ

ｇｒａｐｈｓ ｔｏ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓ￣
ｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ａ
ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｎｕｍｂｅｒ
ｔｈａｔ ｃａｎ ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｔｅ ｏｆ

ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｒｅｃ￣
ｏｇｎｉｚｅ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓꎬ ａｎｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈａｔ
ｏｂｔａｉｎ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｓｔａｔｅ￣ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ. Ｉｎｉｔｉａｌｌｙꎬ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｅｒｅ ａｓｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ａｌｌ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ￣ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅ￣
ｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ. Ｎｅｘｔꎬ ａ ｗａｙ ｔｏ ｒｅｃｏｇｎｉｚｅ ｔｈｅ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｓｔｏｒａｇｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｒｅｂｙ ｒｅ￣
ｍｏｖｅ ｔｈｅ ｒｅｄｕｎｄａｎｔ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ.
Ｓｙｓｔｅｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｋｎｏｗｎ ｔｏ
ｂｅ ｍｏｒｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｈａｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎꎬ ｍａｉｎｌｙ

２８



ＩＮＳＴＲＵＭＥＮＴＡＴＩＯＮꎬ Ｖｏｌ ６. Ｎｏ ４ꎬ Ｄｅｃｅｍｂｅｒ ２０１９

ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｒａｔｈｅｒ
ｔｈａｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ. Ｆｏｒ ａｃｈｉｅｖｉｎｇ ｔｈｉｓ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅꎬ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｎｅｅｄｅｄ. Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｗａｙ ｔｏ
ｃｏｎｖｅｒｔ ａ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｉｎｐｕｔ￣ｏｕｔｐｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅｒｅｂｙ ｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ. Ｉｔ ｗａｓ
ｓｈｏｗｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｒｅｓｕｌｔ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ
ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｇｒａｐｈ (ＴＦ ＬＧ) ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ. Ｉｎ ａ ｍｕｌｔｉ￣ｐｈｙｓｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍꎬ ｆｉｒｓｔ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ
ｄｏｍａｉｎｓ ｈａｖｅ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｉｎ￣
ｇｌｅ ｄｏｍａｉｎ ( ｐｒｅｆｅｒａｂｌｙꎬ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ)ꎬ ｗｈｅｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ＴＦＬＧ. Ｔｈｉｓ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｗａｓ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ａｓ ｗｅｌｌꎬ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｐａ￣
ｐｅｒ.

Ａｃｋｎｏｗｌｅｄｇｍｅｎｔ

Ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｇｒａｎｔｓ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｕｎｃｉｌ
(ＮＳＥＲＣ) ｏｆ Ｃａｎａｄａ.

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

[ １ ] 　 Ｓｉｍｉｄｊｉｅｖｓｋｉꎬ Ｎ.ꎬ Ｔｏｄｏｒｏｖｓｋｉꎬ Ｌ.ꎬ ａｎｄ Ｄｚｅｒｏｓｋｉꎬ Ｓ.

(２０１５) . “ Ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｌｏｎｇ￣ｔｅｒｍ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ

ｗｉｔｈ ｂａｇｇｉｎｇ ａｎｄ ｂｏｏｓｔｉｎｇ ｏｆ ｐｒｏｃｅｓｓ￣ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌｓꎬ”

Ｅｘｐｅｒｔ Ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ Ｖｏｌ. ４２ꎬ Ｎｏ. ２２ꎬ

ｐｐ. ８４８４ – ８４９６.

[ ２ ] 　 Ｇｒｏｆｆꎬ Ｊ. (２０１３) . “Ｄｙｎａｍｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｉｎ

Ｅｄｕｃａｔｉｏｎａｌ Ｓｙｓｔｅｍ Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ Ｐｏｌｉｃｙꎬ” Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｎｅｗ Ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｉｎ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ Ｖｏｌ. ２ꎬ

Ｎｏ. ２ꎬ ｐｐ. ７２￣８１.

[ ３ ] 　 Ｉｓｋａｎｄｅｒꎬ Ｊ.ꎬ Ｈｏｓｓｎｙꎬ Ｍ.ꎬ Ｎａｈａｖａｎｄꎬ Ｓ.ꎬ ａｎｄ ｄｅｌ

Ｐｏｒｔｏꎬ Ｌ. (２０１８) . “Ａｎ ｏｃｕｌａｒ ｂｉｏｍｅｃｈａｎｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ

ｄｙｎａｍｉｃ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｙｅ ｍｏｖｅｍｅｎｔｓꎬ”

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｏｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ Ｖｏｌ. ７１ꎬ ｐｐ. ２０９￣２１６.

[ ４ ] 　 Ｌｉꎬ Ｐ.ꎬ Ｌｉꎬ Ｙ.ꎬ ａｎｄ Ｓｅｅｍꎬ Ｊ.Ｅ. (２０１０) . “Ｄｙｎａｍｉｃ

Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｗａｔｅｒ￣Ｃｏｏｌｅｄ

Ｃｅｎｔｒｉｆｕｇａｌ Ｃｈｉｌｌｅｒｓꎬ” Ｐｒｏｃ. ＡＳＭＥ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ

ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅꎬ Ｖｏｌｕｍｅ ２ꎬ Ｃａｍｂｒｉｄｇｅꎬ

ＭＡꎬ ｐｐ. ７０３￣７１０.

[ ５ ] 　 Ｌａｎｇꎬ Ｈ.ꎬ Ｗａｎｇꎬ Ｙ.ꎬ ａｎｄ ｄｅ Ｓｉｌｖａꎬ Ｃ.Ｗ. (２０１７) .

“Ｓｅｍｉ￣ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ

ｔｈｅ Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ａ Ｈｉｇｈ Ｓｐｅｅｄ Ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ￣ｗｅｌｄｉｎｇ

Ｐｒｏｃｅｓｓꎬ” Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ａｎｄ

Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎꎬ ｐｐ. １￣９.

[ ６ ] 　 Ｄａｒｙａｂａｋꎬ Ｍ.ꎬ Ｆｉｌｉｚａｄｅｈꎬ Ｓ.ꎬ Ｊａｔｓｋｅｖｉｃｈꎬ Ｊ.ꎬ ｅｔ ａｌ.

(２０１４) . “Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ＬＣＣ￣ＨＶＤＣ Ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｓｉｎｇ

Ｄｙｎａｍｉｃ Ｐｈａｓｏｒｓꎬ” ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ. ｏｎ Ｐｏｗｅｒ Ｄｅｌｉｖｅｒｙꎬ

Ｖｏｌ. ２９ꎬ Ｎｏ. ４ꎬ ｐｐ. １９８９ – １９９８.

[ ７ ] 　 Ｔｈｏｍａｓꎬ Ｍ. ａｎｄ Ｔｅｓａｒꎬ Ｄ. (１９８２) . “Ｄｙｎａｍｉｃ Ｍｏｄ￣

ｅｌｉｎｇ ｏｆ Ｓｅｒｉａｌ Ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ Ａｒｍｓꎬ” Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙ￣

ｎａｍｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ Ｔｒａｎｓ.

ＡＳＭＥꎬ Ｖｏｌ. １０４ꎬ Ｎｏ. ３ꎬ ｐｐ. ２１８￣２２８.

[ ８ ] 　 Ｄｅ Ｓｉｌｖａꎬ Ｃ. Ｗ. ( ２０１２) . “Ｌｉｎｅａｒ￣ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ

Ｐａｒａｄｉｇｍｓ ｆｏｒ Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ” Ｔｈｅ Ｉｎｔｅｒｎａ￣

ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎꎬ

Ｖｏｌ. ４０ꎬ Ｎｏ. ４ꎬ ｐｐ. ３０５￣３２８.

[ ９ ] 　 Ｄｅ Ｓｉｌｖａꎬ Ｃ.Ｗ. (２０１８) . ＭＯＤＥＬＩＮＧ ＯＦ ＤＹＮＡＭ￣

ＩＣ ＳＹＳＴＥＭＳ—Ｗｉｔｈ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ Ｔａｙ￣

ｌｏｒ ＆ Ｆｒａｎｃｉｓ / ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓꎬ Ｂｏｃａ Ｒａｔｏｎꎬ ＦＬ.
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